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Zadáńı

1. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci.

fn(x) = ex
3+ 1

n , na R

(7 bod̊u)

2. Vyšetřete definičńı obor, spojitost a diferencovatelnost funkce.

f(x) =

∞
∑

n=1

tg xn

(12 bod̊u)

3. Sečtěte a od̊uvodněte!
∞
∑

n=0

(−1)n

4n+ 2

(11 bod̊u)

Řešeńı

1. Plat́ı:
∀x ∈ R : lim

n→∞

ex
3+ 1

n = ex
3

=: f(x).

Potom je pro každé n ∈ N

sup
x∈R

|ex
3+ 1

n − ex
3

| = sup
x∈R

ex
3

|e
1

n − 1|
∗
= lim

x→∞

ex
3

|e
1

n − 1| = ∞,

přičemž ve (*) využ́ıváme faktu, že ex
3

je rostoućı na R a limx→−∞ ex
3

= 0. Neńı splněno

lim
n→∞

sup
x∈R

|fn(x)− f(x)| = 0,

a proto neplat́ı fn ⇉ f na R. Na druhou stranu je pro libovolné K ∈ R a n ∈ N

sn := sup
x∈(−∞,K)

|ex
3+ 1

n − ex
3

| = sup
x∈(−∞,K)

ex
3

|e
1

n − 1| = eK
3

(e
1

n − 1).

a tedy limn→∞ sn = 0. Proto fn ⇉ f na intervalu (−∞,K) pro libovolné K ∈ R.

2. Definičńı obor: Aby řada v bodě x ∈ R konvergovala, muśı plat́ı tg xn −→ 0 pro n → ∞. Pokud je
|x| ≥ 1, podmı́nka zřejmě splněna neńı. Pro x = 0 řada zřejmě konverguje a pokud |x| < 1, x 6= 0,
srovnáme řadu limitńım srovnávaćım kritériem s |xn|. Tedy

lim
n→∞

| tg xn|

|xn|

Heine
= 1 ∈ (0,∞),
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což plyne ze základńı limity pro sinus a z předpokladu pro Heineho větu xn 6= 0, n ∈ N a xn → 0
pro n → ∞. Protože

∑

∞

n=1 x
n konverguje pro |x| < 1, konverguje pro tato x i naše řada a je tedy

Df = (−1, 1).

Vyšetř́ıme stejnoměrnou konvergenci. Vı́d́ıme, že na intervalu [0, 1) je tangenta a pro každé n ∈ N i
funkce x 7→ xn rostoućı, proto je rostoućı i jejich složeńı. Zároveň tg 0n = 0 a nav́ıc funkce x 7→ | tg xn|,
n ∈ N jsou sudé. Proto je

sn := sup
x∈(−1,1)

| tg xn| = sup
x∈[0,1)

| tg xn| = tg 1.

Zřejmě sn → tg 1 pro n → ∞, proto řada nekonverguje stejnoměrně na (−1, 1). Přesto, pro libovolné
1 > δ > 0 je

an := sup
x∈[−1+δ,1−δ]

| tg xn| = tg(1− δ)n.

a
∑

∞

n=1 an konverguje (plyne z postupu vyšetřováńı def. oboru), a použit́ım Weierstraßovy věty
dostáváme, že řada konverguje lokálně stejnoměrně na Df = (−1, 1). Protože částečné součty jsou
spojité na (−1, 1), je i f spojitá na (−1, 1).

Zderivujme fn:

f ′

n(x) =
nxn−1

cos2(xn)
.

Vyšetř́ıme lokálně stejnoměrnou konvergenci řady derivaćı na (−1, 1). Předně v́ıme, že x 7→ cos2 xn je
sudá pro všechna n ∈ N a také, že je klesaj́ıćı na [0, π2 ), tedy i na [0, 1). Pro 1 > ε > 0 máme

sup
x∈(−1+ε,1−ε)

|
nxn−1

cos2(xn)
| ≤ sup

x∈(−1+ε,1−ε)
|
nxn−1

cos2(1)
| =

n(1− ε)n−1

cos2 1
=: αn.

Ověř́ıme konvergenci řady
∑

∞

n=1 pomoćı D’Alembertova pod́ılového kritéria (αn ≥ 0, n ∈ N):

lim
n→∞

(n+1)(1−ε)n

cos2 1
n(1−ε)n+1

cos2 1

= lim
n→∞

n− 1

n
· (1− ε) = (1− ε) < 1.

Suma
∑

∞

n=1 αn tedy konverguje a proto řada derivaćı konverguje stejnoměrně na (−1, 1). Věta o de-
rivováńı a spojitosti řady funkćı dává f ∈ C1((−1, 1)).

3. Definujeme

g(z) :=

∞
∑

n=0

(−1)n

4n+ 2
z4n+2.

Jelikož koeficienty řady jsou rovny

|ak| =







0 ∀n ∈ N0 : k 6= 4n+ 2

1

k
∃n ∈ N0 : k = 4n+ 2,

je lim supn→∞

n

√

|an| = limn→∞
n

√

1
n
= 1, proto R = 1. Dı́ky tomu je pro každé z ∈ (−1, 1)

g′(z) =

∞
∑

n=0

(−1)nz4n+1 = z

∞
∑

n=0

(−z4)n = z
1

1 + z4
.

Proto plat́ı také pro všechna z ∈ (−1, 1) a pro vhodné c ∈ R rovnost

g(z) =

∫

z

1 + z4
dz =

1

2
arctg z2 + c.
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Nebot’ g(0) = 0, je c = 0. Tedy g(z) = 1
2 arctg z

2 na (−1, 1). Jelikož je posloupnost { 1
4n+2}

∞

n=0

monotónńı s kladnými členy, konverguje dle Leibnizova kritéria řada

∞
∑

n=0

(−1)n

4n+ 2
.

Nyńı už jsou splněny předpoklady Abelovy věty, a proto je

∞
∑

n=0

(−1)n

4n+ 2
= lim

z→1−

∞
∑

n=0

(−1)n

4n+ 2
z4n+2 = lim

z→1−
g(z) = lim

z→1−

1

2
arctg z2 =

1

2
arctg 1 =

π

8
.
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