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Zadani

1. Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci.

fn(z) = ex3+%7 na R

(7 bodi1)
2. Vysetrete defini¢ni obor, spojitost a diferencovatelnost funkce.
o
flo)=> tga"
n=1
(12 bod1)
3. Sectéte a oduvodnéte!
(o]
>
o dn + 2
(11 bodi)
Reseni
1. Plati:

Potom je pro kazdé n € N

sup]ex3+% — exg\ = supexale% —1| = lim e“’c?’]e% — 1] = o0,
zeR z€R T—o0

e e . I , . 3 . -
pricemz ve (*) vyuzivame faktu, ze e* je rostouci na R a lim,_, o, e* = 0. Neni splnéno

lim_sup | fn(x) — f(2)] =0,

n—oo z€R

a proto neplati f, = f na R. Na druhou stranu je pro libovolné K € Ran €N
Sp = sup |ex3+% - ex3| = sup ex3|e% -1 = eKS(e% —1).
z€(—00,K) z€(—00,K)

a tedy lim,,_, s, = 0. Proto f, = f na intervalu (—oo, K) pro libovolné K € R.

2. Definiéni obor: Aby fada v bodé z € R konvergovala, musi plati tgz™ — 0 pro n — oo. Pokud je
|x| > 1, podminka zFejmé splnéna neni. Pro x = 0 fada zfejmé konverguje a pokud |z| < 1, x # 0,
srovname fadu limitnim srovnavacim kritériem s |"|. Tedy

. |tg $n| Heine
lim =

n—yoo |;p"|

1 € (0,00),



coz plyne ze zdkladn{ limity pro sinus a z pfedpokladu pro Heineho vétu z" # 0, n € N a z" — 0
pro n — oo. Protoze Y -2 2™ konverguje pro |z| < 1, konverguje pro tato z i nase fada a je tedy
Dy =(-1,1).

VySetiime stejnomérnou konvergenci. Vidime, ze na intervalu [0,1) je tangenta a pro kazdé n € N i
funkce x +— 2™ rostouci, proto je rostouci i jejich slozeni. Zaroven tg 0™ = 0 a navic funkce = — |tg z"|,
n € N jsou sudé. Proto je

Sp = sup |tgz"|= sup |[tgz"|=tgl.
z€(—1,1) z€[0,1)

Ziejmé s, — tg 1 pro n — oo, proto rada nekonverguje stejnomérné na (—1,1). Presto, pro libovolné
1>0>0]je
ap, = sup [tgz"| = tg(1 —d)".
z€[—1+6,1-4]
a y 2, a, konverguje (plyne z postupu vySetfovani def. oboru), a pouzitim WeierstraBovy véty
dostavame, ze fada konverguje lokdlné stejnomérné na Dy = (—1,1). Protoze ¢dstecné soucty jsou
spojité na (—1,1), je i f spojitd na (—1,1).
Zderivujme fy:
n:En—l
cos2(zm)’

fulz) =

Vysetiime lokalné stejnomérnou konvergenci fady derivaci na (—1,1). Pfedné vime, 7e x ~ cos?

suda pro vSechna n € N a také, Ze je klesajici na [0, §), tedy i na [0,1). Pro 1 > ¢ > 0 mdme

" je

na" na" ! n(l —¢g)"!
sup  [—5—=[< sup | | =

z€(—1+e,1—¢) COSQ(;ETL) z€(—1+¢e,1—¢) 0052(1)

= ay,.
cos? 1

Ovéffme konvergenci fady D oo ; pomoci D’Alembertova podilového kritéria (o, > 0, n € N):

(n+1)(1—e)™

: cos? 1 1 n—1 . - _ -
A e = 20, (Ime) =l me) <
cos? 1

Suma Y 7 | o, tedy konverguje a proto fada derivaci konverguje stejnomérné na (—1,1). Véta o de-
rivovdn{ a spojitosti fady funkef ddva f € C1((—1,1)).

. Definujeme

oo _1)n .
g9(z) = Z % _:2,24 +2,
n=0

Jelikoz koeficienty fady jsou rovny

Vn € No:k #4n +2

0
agl =41
o] % IneNg:k=4n+ 2,

je limsup,, ., /|an| = lim, 00 % =1, proto R = 1. Diky tomu je pro kazdé z € (—1,1)

o0

g'(z) _ Z(_l)nz4n+l — ZZ(_Z4)n — 5
n=0

n=0
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Proto plati také pro vSechna z € (—1,1) a pro vhodné ¢ € R rovnost

1
g(z) = / ﬁdz =3 arctg 22 + .



Nebot ¢(0) = 0, je ¢ = 0. Tedy g(z) = %arctng na (—1,1). Jelikoz je posloupnost {ﬁ};’fzo
monoténni s kladnymi ¢leny, konverguje dle Leibnizova kritéria fada

— (="
Z dn +2°

n=0

Nyni uz jsou splnény predpoklady Abelovy véty, a proto je

z—1— z—1~ 8
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